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Физический факультет СПбГУ



Электромагнитные взаимодействия

Стр.1
Волновая оптика
Лекция 3.  Оптические спектры


3.1.   Разложение функции в спектр Фурье


В курсе математики доказывается теорема о разложении в ряды Фурье, согласно которой непрерывная периодическая функция может быть представлена в виде суперпозиции (суммы) гармонических колебаний, частоты которых представляют собой дискретный набор величин (3.1). В дальнейшем будет использоваться более удобная и краткая экспоненциальная форма записи (3.2), получающаяся из исходной с помощью теоремы Эйлера. Указанный переход требует распространения суммирования на область отрицательных значений m, что впоследствии приведет к возникновению в спектрах "физически бессмысленных" отрицательных частот. 
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(3.2)

Для вычисления коэффициентов Фурье-разложения периодических функций удобно воспользоваться аналогией с разложением вектора по ортонормированному базису. В случае периодических функций может быть введено понятие скалярного произведения - операции, ставящей в соответствие двум векторам число и линейной по каждому из сомножителей. В пространстве Т-периодичных функций роль скалярного произведения играет интегрирование по периоду произведения двух функций с соответствующей нормировкой интеграла на величину периода (3.3). При этом гармонические функции с различающимися частотами оказываются ортогональными друг другу (то есть их скалярное произведение обращается в нуль). По аналогии со способом нахождения величин проекций вектора на задаваемые ортами направления, коэффициенты Фурье-разложения периодической функции могут быть легко найдены в результате "скалярного умножения" обеих частей разложения (3.2) на один из "базисных векторов" (3.4).
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(3.4)


Математический аппарат разложения в ряды Фурье (представления периодических функций в виде суперпозиции гармонических) весьма удобен для математики, но мало интересен для физики, где истинно периодических (то есть бесконечных в пространстве или во времени) объектов или процессов, по-видимому, не встречается. Таким образом, становится актуальным вопрос об аналогичном представлении непериодических функций, обращающихся в нуль на бесконечности (именно такими и являются реальные электромагнитные поля, излучаемые реальными источниками света). Обращающуюся на бесконечности в нуль непериодическую функцию можно рассматривать как периодическую функцию с бесконечно-большим периодом. Это позволяет обобщить результаты (3.2 - 3.4) на представляющий больший интерес для физики случай ограниченных во времени электромагнитных импульсов. 


Поскольку в случае периодических функций интервал между частотами их Фурье- составляющих обратно пропорционален периоду, в случае непериодических функций этот интервал оказывается бесконечно-малым и сумма (3.2) превращается в интеграл по непрерывному набору частот (3.5). Входящая под интеграл функция E(() носит название Фурье - образа исходной функции E(() и может быть вычислена в результате предельного перехода в соотношении  (3.4) для коэффициентов разложения в ряды Фурье  (3.6). Совокупность из двух полученных соотношений (3.5) и (3.6) в математике носит название прямого и обратного интегрального преобразования Фурье (3.7). С точки зрения рассматриваемого раздела физики эти соотношения означают возможность рассмотрения произвольно изменяющегося во времени электромагнитного поля в виде бесконечной совокупности монохроматических полей, частоты которых непрерывно составляют в общем случае непрерывный набор значений.
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(3.5)
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(3.6)


В свою очередь, применение теоремы Фурье к функциям, описывающим зависимость от координат каждой из монохроматических составляющих произвольного электромагнитного поля, позволяет рассматривать их в виде суперпозиции функций, зависящих от пространственных координат по гармоническому закону. В результате произвольное конечное в пространстве и во времени электромагнитное поле может рассматриваться как совокупность плоских монохроматических волн.
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(3.7)


Из сформулированного результата рассмотренных в Лекции 1 свойств плоских монохроматических волн непосредственно ряд важных утверждений о распространении электромагнитных импульсов произвольной формы в вакууме:

· Поскольку все гармоники вне зависимости от их частоты распространяются в вакууме с одинаковой скоростью с, электромагнитный импульс, как совокупность таких гармоник, распространяется со скоростью света, не изменяя своей формы.

· Из равенства мгновенных значений векторов электрического и магнитного полей в плоских монохроматических волнах следует равенство мгновенных значений напряженностей электрического и магнитного полей в произвольном электромагнитном импульсе, распространяющемся в вакууме.

· Из свойства поперечности плоских монохроматических волн следует, что в электромагнитном импульсе произвольной формы в каждый момент времени векторы электрического и магнитного направлены перпендикулярно друг к другу и к направлению распространения импульса.


Возвращаясь к аналогии с векторами, можно утверждать, что в случае разложения непериодических функций в интеграл Фурье в качестве базиса выступает все множество гармонических функций, частоты которых непрерывно заполняют весь бесконечный интервал значений. При этом скалярное произведение двух функций определяется как интеграл от их произведения, взятый по бесконечному временному промежутку  (3.8). Такое скалярное произведение двух ортогональных функций представляет собой не символ Кронекера (как это было в случае периодических функций с дискретным спектром), а его обобщение на случай непрерывного спектра - дельта функцию. 
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